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Continuita e limiti

per funzioni di piu
variabili

Dimostrazioni

10.6.11. Teorema. Sia A C R2. Se B C R? ¢ un insieme connesso, tale che
ANB #0 e CANB # 0, allora 9ANB # (). Pertanto, se un insieme connesso B
¢ disgiunto da. A, allora B C A oppure B C [A.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistono ¢ € ANB e d € AN B. Poiché B ¢
connesso, esiste un cammino ¢: [a,b] — B, tale che ¢(a) = ¢ e ¢(b) = d. Consi-
deriamo linsieme F = {t € [a,b] | ¢(t) € A} , che & non vuoto, perché a € F , ed &
ovviamente limitato. Posto 7 =sup E, risulta 7 € [a,b].

Per definizione di estremo superiore, esiste una successione (tx),.y in [a,b] con-
vergente a 7, tale che p(t;) € A, Vk € N (se 7 = a tuttii termini della successione
coincidono con 7). Per la continuita di ¢ in 7, @(tx) = ¢(7) e quindi, per il
Teor. 10.4.14, (1) € A

Proviamo che ¢(7) ¢ int A. Supponiamo, per assurdo, (1) € int A; allora
Je € R tale che I.(¢(7)) € A. Inoltre, T < b, visto che ¢(b) =d € CA. Per la
continuitd di ¢, 3. € R% , tale che 7+ 8. < b e @([r,7+6.]) € L (p(7)); ne
consegue che (7 4 0.) € A, contrariamente al fatto che 7 =sup E .

Pertanto ¢(7) € (A\int A)NB=0ANB. [



