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10
Continuità e limiti

per funzioni di più

variabili

Dimostrazioni

10.6.11. Teorema. Sia A ⊆ R
2 . Se B ⊆ R

2 è un insieme connesso, tale che
A∩B 6= ∅ e ∁A∩B 6= ∅ , allora ∂A∩B 6= ∅ . Pertanto, se un insieme connesso B
è disgiunto da ∂A , allora B ⊆ A oppure B ⊆ ∁A .

Dimostrazione. Per ipotesi esistono c ∈ A ∩ B e d ∈ ∁A ∩ B . Poiché B è
connesso, esiste un cammino ϕ : [a, b] → B , tale che ϕ(a) = c e ϕ(b) = d . Consi-
deriamo l’insieme E = { t ∈ [a, b] | ϕ(t) ∈ A} , che è non vuoto, perché a ∈ E , ed è
ovviamente limitato. Posto τ = supE , risulta τ ∈ [a, b] .

Per definizione di estremo superiore, esiste una successione (tk)k∈N
in [a, b] con-

vergente a τ , tale che ϕ(tk) ∈ A , ∀k ∈ N (se τ = a tutti i termini della successione
coincidono con τ ). Per la continuità di ϕ in τ , ϕ(tk) → ϕ(τ) e quindi, per il

Teor. 10.4.14, ϕ(τ) ∈ A .

Proviamo che ϕ(τ) /∈ intA . Supponiamo, per assurdo, ϕ(τ) ∈ intA ; allora

∃ε ∈ R
∗

+ tale che Iε
(

ϕ(τ)
)

⊆ A . Inoltre, τ < b , visto che ϕ(b) = d ∈ ∁A . Per la

continuità di ϕ , ∃δε ∈ R
∗

+ , tale che τ + δε ≤ b e ϕ
(

[τ, τ + δε]
)

⊆ Iε
(

ϕ(τ)
)

; ne

consegue che ϕ(τ + δε) ∈ A , contrariamente al fatto che τ = supE .

Pertanto ϕ(τ) ∈
(

A \ intA
)

∩B = ∂A ∩B .


